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Түйіндеме. Бұл мақала айнымалы уақыт кешігуі бар шын мәнінде сызықтық 

емес жүйелер классының  шығысын күй кері байланыс арқылы практикалық ізге 
түсіру мәселесіне арналған. Кешігуі бар уақыт бойынша өзгеретін жүйенің 
сызықтық еместігінің қатаң емес өсу шартында реттелетін күшейту 
коэффициенті бар күй кері байланыс арқылы контроллер құрамыз. Ляпунов-
Красовскийдің функционалының көмегімен масштабтау күшейткіші өсу 
шартымен шектелген уақыт бойынша кешігетін сызықтық еместікте үстемдік 
ететіндей реттеледі және тұйық жүйенің барлық күйлері шектеулі болғанда ізге 
түсіру қателігін жеткілікті аз етеді.   

Кілт сөздер: шығысты практикалық ізге түсіру, кешігуі бар уақыт бойынша 
өзгеретін сызықтық емес жүйелер, күй кері байланысы, біртекті үстемдік ету 
әдісі. 

 
1. Кіріспе 
Бұл мақалада төмендегідей түрде сипатталатын уақыт бойынша кешігетін 

жоғары ретті сызықтық емес жүйелер классының шығысын күй кері байланыс 
арқылы кең ауқымды практикалық ізге түсіру мәселесі қарастырылады: 
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Мұндағы T

1( ) ( ( ), , ( )) n
nx t x t x t R  , ( )u t R , және ( )y t R сәйкесінше күй 

векторы, кіріс және шығысты бақылау. 1( ) ( ( ), , ( )) ,T i
i ix t x t x t R  ( ) ( ) ,n nx t x t

( ) : [0, ]d t R d  уақыты кешіккен уақыт бойынша өзгеретін функция, ол келесі 
шартты қанағаттандырады: ' ( ) 1d t   . Жүйенің бастапқы шарты

0( ) ( ), [ , 0 ]x d      және 
0 ( )  үзілісіз бастапқы функциясы көрсетілген. ( )i   

мүшелері сызықтық емес ауытқуды білдіреді, олар үзіліссіз функциялар және 
1 { [0, ):i oddp R p q p    және q тақ бүтін сандар p q .  

Сызықтық емес жүйелердің шығысын практикалық ізге түсіру мәселесі 
сызықтық емес басқару облысындағы аса маңызды және күрделі есептердің бірі 
болып табылады, сондықтан да оларға соңғы онжылдықта көп көңіл бөлінді. Соңғы 
жылдары бірнеше қызықты нәтижелер қатары алынды [1-11], сондай-ақ оларға 
сілтемелер де алынды. Алайда, жоғарыда айтылған нәтижелерде уақыттың кешігу 
әсері қарастырылмайды. Уақыт бойынша кешігетін құбылыстар көптеген 
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практикалық жүйелерде кездеседі. Жүйеде уақыт кешігуінің болуына байланысты, 
ол жүйенің жұмыcына айтарлықтай әсер етеді, басқару жүйесінің жұмысы 
нашарлап, орнықсыздық пен тербелісті тудыруы мүмкін. Сондықтан да, кешігуі бар 
сызықтық емес жүйелердің  шығысын ізге түсіруді зерттеу мәселесінің практикалық 
маңызы зор. Алайда, сызықтық емес басқаруда қолданылатын біріңғай әдістің 
болмауынан, бұл мәселе толығымен зерттелмеді, әлі де шешімін таппаған көптеген 
маңызды мәселелер бар. Соңғы жылдары уақыт бойынша кешігуі бар есептерді 
Ляпунов-Красовскийдің әдісін қолданудың арқасында басқару теориясы мен 
кешігуі бар сызықтық емес жүйелерді орнықтандыру тәсілдері дамытылды, және 
жетілдірілген әдістер жасалды, мысалы келесі жұмыстарды қараңыз, [12-19]. Уақыт 
бойынша кешігуі бар сызықтық емес жүйелердің шығысын ізге түсіру мәселесі 
жайлы қызықты нәтижелерді мына жұмыстарда кездестіруге болады [20-24]. 
Дегенмен бұл нәтижелер ерекше жағдайларда ғана ескеріледі, мысалы (1) жүйе үшін 
кешігу тұрақты немесе бірге тең болғанда. Кешігуі бар уақыт бойынша өзгеретін 
сызықтық емес жүйелерді қарастырғанда мәселе күрделі болып, шешімі табылмай 
қалады. Бұл өз кезегінде осы мақаладағы зерттеуге септігін тигізді.  

Бұл мақалада біз кешігуі бар сызықтық емес жүйелерді қатаң емес шарт 
жағдайында жоғарыдағы есепті біртекті үстемдік әдісі арқылы [25, 26, 15] және   
Ляпунов-Красовскийдің  біртекті функционалының көмегімен шешеміз. Мақаланың 
негізгі нәтижелерін келесідей қорытындылауға болады: (i) [21-23] жұмыстардағы 
бар нәтижелермен салыстырғанда, жоғары ретті мүшелердің пайда болуынан (1)  
жүйе үшін сәйкес Ляпунов-Красовский функционалын қалай құруға болады, бұл 
тривиалды емес жұмыс. (ii) Бұл жазба [24] жұмыстағы нәтижені кешігуі бар уақыт 
бойынша өзгеретін жағдайға кеңейтілді.  

 
2. Жоғары ретті сызықтық емес жүйелердің шығысын практикалық 

ізге түсіру 
Бұл мақаланың мақсаты (1) жүйенің шығысын ( )ry t тірек сигналының 

көмегімен практикалық ізге түсіретіндей контроллер құру болып табылады. Яғни 
кез келген берілген 0  үшін күй кері байланыс контроллерін келесідей 
жобалаймыз 

( ) ( ( ), ( ) ),ru t g x t y t                                                          (2) 
 

ол барлық бастапқы шарттар үшін төмендегі орынды болады: 
(i) (2) түріндегі күй контроллері бар (1) тұйық жүйенің барлық траекториялары 

нақты анықталған және [0, ) аралығында кең ауқымды шектелген  
  

( ) ( ) , 0ry t y t t T                                               (3) 
 

шартын қанағаттандыратындай 0T  ақырлы уақыты табылады.  
Бұл бөлімде келесі екі болжам бойынша (1) түрдегі кешігуі бар уақыт бойынша 

өзгеретін жоғары ретті сызықтық емес жүйелердің шығысын практикалық ізге 
түсіру мәселесін шешуге болатындығын көрсетеміз. 
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Болжам 1. 
1 2,C C  тұрақтылары және 0  үшін   
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 (4) 

мұндағы 
1 11, 0 , 1, ,i i ir r p r i n                                        (5) 

және 1np  . 
Болжам 2. ( )d t уақыты кешіккен функция дифференциалданады және келесі 

шартты қанағаттандырады 0 ( ) ,d t d  ( ) 1d t   . 
Болжам 3. ( )ry t тірек сигналы және оның туындысы шекараланған, яғни 0D 

тұрақтысы бар болып, ( )ry t D және  ( )ry t D болады.  
Біздің негізгі мақсатымыз  1-2  болжамдарға сәйкес (1)  түрдегі кешігуі бар 

уақыт бойынша өзгеретін жоғары ретті сызықтық емес жүйелердің шығысын 
кешігуге тәуелсіз кері байланыс күйі арқылы практикалық ізге түсіру мәселесін 
қарастыру болып табылады. Ол үшін келесідей координата ауыстыруын еңгізейік.  

 
1

1 1( ) ( ) ( ), ( ) ( ) , 2, , , ( ) ( )i n
r i iz t x t y t z t x t L i n v t u t L              (6) 

 
мұндағы 1L   тұрақты (оны кейінірек анықтаймыз) және  

1 1 10, ( 1)i i ip      , 
2, ,i n  . Түрлендіру жасасақ (1) жүйені ( )iz t  жаңа координата арқылы өрнектейміз 

 
1 1
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( ) ( ( ), ( ( )) ( ( )), , ( ( ))),
( ) ( ) ( )

ip
i i i i r i

n n i r n

r

z t Lz z t z t d t y t d t z t d t
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 

 


 




               (7) 

 
мұндағы 1 2( ) ( ( ) ( ), ( ) , ( )) ,T

i r iz t z t y t z t z t   және 
 

1 1 1

1 1 1

1

1

( ( ) ( ), ( ( )) ( ( )))
( ( ) ( ), ( ( )) ( ( )) ( ),

( ( ), ( ( )) ( ( )), , ( ( )))

( ( ), ( ( )) ( ( )), , ( ( )) , 2, , .i
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i i r i

i i r i
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z t z t d t y t d t z t d t L i n

   
     

   

     




 








 

 
1 болжамды, A3 лемманы және 1L   болатындығын қолданып келесі 

теңсіздіктерді алуға болады 
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2 болжам бойынша iC , 1, 2i  тұрақтылары бар болады, ол тек қана

1 2, , , iC C   және L тұрақтыларына тәуелді, онда (4) мына түрге келеді 
 

 

  

1 1 1 1( ) ( )
1 1 1 1 1 1 2

1

( ) ( )1 2
1

1
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( ) ( ) , 2, ,i j i ji

i

r r r r
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i i r i

i r r r rv
j j

j

z t y t z t d t y t d t C z t z t d t C

z t z t d t y t d t z t d t

CC L z t z t d t i n
L

 

 



       

   

    





 

 





    (8) 

 
Мұндағы 1 20, 0C C  және  
 

 min 1 ( ) , 2 , 1 0:i j i j ir r j i i n            , 
 

яғни, 0 1i   қайсыбір тұрақты. 

Анықтама бойынша 1 11 ( ):j j jr p p     
 

1

1 1

1, 2, , , 1, , .
1

ji i
j i

j j j

r p j i i n
r p p




    


 



 


 

 
Ары қарай біз (7) түрдегі номиналды жүйе үшін күй кері байланыс 

контроллерін құрамыз, яғни 
 

1 1( ) ( ), 1, , 1, ( ) ( ), ( ) ( ) ( )ip
i i n rz t Lz t i n z t Lv t y t z t y t                          (9) 

 
Біз (9) жүйе үшін күй кері байланыс контроллерін [15, 25] келтірілгендей құра 

аламыз, оны келесі тұжырым арқылы беруге болады.  
Тұжырым 1. Айталық, (9) жүйе үшін күй кері байланыс контроллері былай 

анықталсын 



 
Секция 1. Современные проблемы прикладной математики, информатики и теории управления. 

Моделирование и оптимизация сложных систем и бизнес-процессов. Вычислительная математика, 
численный анализ и программирование, математическая логика. Теория статистики. 

Статистические методы 
 

 

 
122 

 

1

1 1

1

n

n n i

rn
r r r
n n i i

i
v z



 



     
 



                                          (10) 

 
ол оң анықталған 1C  және радиалды шектелмеген Ляпунов функциясымен, 
 

 
 

*

2
*

1

ii
i i

i

n rz r r
n iz

i
V s z ds

 



 
  

                                                   (11) 

 
Ол келесі шартты қанағаттандырады 
 

2

1
,

n

n j
j

V L


                                                                          (12) 

 
мұндағы i ir r

i i iz z   , 1 1
i ir r

i i iz      , 1 0z  ,  1max i n ir     және

, 1, ,i n i i n      оң тұрақтылар. Онда, (9) және (10) тұйық циклдік жүйе кең 
ауқымды асимптотикалық орнықты болады. 

1-тұжырымның дәлелдеуі [6]-[8], [15], жұмыстардағыға ұқсас болғандықтан, 
бұл жерде оны келтірмейміз.  Ары қарай біз (1) жүйенің шығысын ізге түсіру үшін 
кең ауқымды контроллерді құру үшін біртекті үстемдік ету әдісін қолданамыз, ол 
бұл мақаладағы төмендегі негізгі теоремада сипатталады.  

Теорема 1. 1-3 болжамдарға сәйкес, кешігуі бар уақыт бойынша өзгеретін (1) 
түріндегі жоғары ретті сызықтық емес жүйенің шығысын кең ауқымды ізге түсіру 
мәселесі (7) және (10) күй кері байланыс контроллері арқылы шешілуі мүмкін.  

Дәлелдеу. 
 (10) негізінде бас нүктеде тепе-теңдікті сақтап қалатындығын дәлелдеу 

қиындық туғызбайды.  
ir  және ߪ анықтамасы бойынша 1nu L v   үздіксіз функция болатындығын 

және 0z   болғанда 0u   болатындығын көре аламыз. Ал бұл 1 болжаммен бірге 
жүйенің шешімі [0,

Mt ] интервалында анықталғандығын білдіреді, мұндағы 0Mt   
ақырлы тұрақты немесе +∞ болуы мүмкін және uбас нүктеде тепе-теңдікте қалады.  

Ары қарай келесі белгілеулерді аныққтаймыз 
 
 1, , ,T

nz z z   11
2( ) , , ,n

Tpp
nE z z z v  және  2

1 2( ) , , , n
T

nF z L L     .    (13) 
 
Онда тұйық-циклдық (7)-(10) жүйені (6) және (13) белгілеулер бойынша 

төмендегідей компактілі формада жазуға болады 
 

( ) ( )z LE z F z                                                                   (14) 
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A1 анықтамадағы 
1( , , )nr r    кеңейту салмағын еңгізу арқылы 

nV  
функциясы  салмағы бар 2ߪ−߬ дәрежелі біртекті болатындығын дәлелдеу 
қиындық туғызбайды. Сондықтан  біріңғай (11) Ляпунов функциясын қолданып 
және A2 мен A3 леммалары бойынша келесідей қорытынды шығаруға болады  
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1 1
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V V VV z L E z F z m L z
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  
    

           (15) 

мұндағы
1 0m  тұрақты 

(8) негізінде, 1 болжам бойынша және 1 <ܮболғандықтан төмендегі шартты 
қанғаттандыратындай 0i   және 0 1i  тұрақтыларын табуға болады:  
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және A2 леммасы бойынша барлық 1, ,i n   үшін 

n iV z  - 2 ir   дәрежелі 
біртекті болады.  
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Бұдан,  
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 (18) –ді (15)-ке қойсақ 
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мұндағы  1max i n i   ,  min 1min i n i   және  max 1max i n i   . 

A4 лемма бойынша төмендегі шартты қанағаттандыратындай 
3 0m   

тұрақтысы табылады:  
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бұдан 
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Ары қарай келесі түрде Ляпунов-Красовский функционалын құрамыз: 
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 

 

  
  

     


          (22) 

 
мұндағы   оң анықталған параметр, оны кейінірек анықтаймыз. ( ( ))nV z t оң 
анықталғандықтан, радиалды шектелмеген және [28] жұмыстағы 4.3  лемма 
бойынша екі K

 классының 
1
  және 

2
  функциялары табылып, олар келесі шартты 

қанағаттандырады:  

1 2( ( ) ) ( ( )) ( ( ) )nz t V z t z t                                             (23) 
 
Біртектілік теориясының негізінде 

1  және
2  оң тұрақтылары табылып келесі 

шарт орындалады: 
2 2

1 2( ) ( ( )) ( )z t W z t z t
 
                                          (24) 

 
мұндағы ܹ((ݐ)ݖ) оң анықталған функция, оның біртектілік дәрежесі 2ߪ. Бұдан келесі 
теңсіздік орынды болады:  
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1 2( ( ) ) ( ( )) ( ( ) )z t W z t z t                                                        (25) 
 
K

 классының 
1 және

2 функциялары үшін.  
0 ( )d t d  және ( ) 1d t    көмегімен келесі бағалауды аламыз:  
 

02
2 2( )

1

2 2
0 0

( ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( )
1

sup ( ( ) ) ( sup ( ) )

n t t

i it d t t d d
i

i
d d

z s ds z t ds z t d t

z t z t

  


     

   


   

    

 



 


     


    

       (26) 

 
мұндағы

2  және 
2
 - K

 классының функциялары және 
i  пен 

i  оң тұрақтылар, 

себебі 
0

sup ( )( )
d

z t z t
  

 


 . 

2 2 2      анықтасақ, (22), (23), және (26)  мынау шығады 
 

1 2
0

( ( ) ) ( ( )) ( sup ( ) )n
d

z t V z t z t
  

  


                                        (27) 

 
(21) және (22)-ден келесі бағалауды аламыз:  
 

 min min

max

2 2

1 1

2 21 1 1
1 2 3 11

1

( ) ( ) ( ) ( ( ))
1

(2 (1 )) ( ) ( ( )) .
1

n n
n n

i i

n
n

i
i

V VV L E z F z z t z t d t
z z

m L m L z t m L z t d t
L

 
 

 
 



 
    

  

            

 

 

  

  


 


 


   (28) 

 
Бұдан, егер L былайша таңдасақ,  min

2 3 1max 1, (((2 (1 ) ) ))L m m m      және 

min1
3 ,m L  мұндағы  2 ( )

1 2 2
1

i
n r

i
n m C





 
 

 , онда  (28) теңсіздігі былай болады 

 

max

2 1
1( ( )) ( ) .V z t L z t

L 
   




                                     (29) 

 
(22)-дағы ( )nV z және ( )U z біртекті дәрежесі   кеңейтілу салмағына қатысты 

сәйкесінше 2    және 2  болады. Бұдан, A2 леммадан төмендегіні 
қанағаттандыратын 

1 2 1, ,    және 2 оң тұрақтылар болады 
 

2 2
1 2( ) ( ( )) ( )nz t V z t z t 

 
       және                       (30) 

 
2 2

1 2( ) ( ( )) ( )z t U z t z t
 
    .                                       (31) 
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Сонымен қатар, A4 леммадан мынаны аламыз 
 

  
 2

2 2 21 2
2 2 2

2( ) ( ) ( )
2 2

Lz t L L z t L z t


 

  


  

            
 

  (32) 

Онда,  

 
2 2

2 22( ( )) ( ) ,
2

V z t L z t
L 

   
  

 


                                        (33) 

немесе  

 
2 2

22
2 2

1 ( ( )) ( )
2

V z t L z t
L 

   
  

 
 

,                                     (34) 

мұндағы  2 2: (2 ) 2       . 
Онда, (22) және (33) қолданып, 
 

    max

2 2 2 1
2 2 12 2

2 2

1
2

( ( )) ( )
2 2

1 ( ( )) ,

V z t L z t
LL L

V z t

 

 
      

 

  

     
     

 
 

 




      (35) 

мұндағы   max

2 1
1 2 12

22 LL 
  

  

 


.  

 2 2
1( ( ))t td e V z t e

dt
                                              (36) 

екі жағынан интегралдай отырып, 
 

 2 2
1( ( )) ( (0)) 1t te V z t V z e    .                                  (37) 

 
Бұдан, барлық t T үшін 0T  бар болады  
 

 2 2
1 1( ( )) ( (0)) 1 3t tV z t e V z e                                   (38) 

Ол мынаған әкеледі  
 

  max

2 1
1 2 12

2

33( ) ( ) ( )
2ry t y t z t

LL 
    

  

 


, 0t T   . 

 
Осылайша, кез келген 0 үшін жеткілікті үлкен мәнді L  бар болып,   
 

( ) ( )ry t y t  ,  0t T   . 
 
Бұл теореманың дәлелдеуін аяқтайды. 
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3. Сандық мысал 
Келесі түрдегі сызықтық емес жүйені қарастырайық,  
 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
(ݐ)ଵݔ̇⎧ = ଶݔ

଻
ଷ(ݐ) + ଵݔ

ଵ
ହ൫ݐ − ൯(ݐ)݀

(ݐ)ଶݔ̇ = ଷݔ

ହ
ଷ(ݐ) + (ݐ)ଶݔ2

(ݐ)ଷݔ̇ = u(ݐ) + ଷݔ

ଵ
ହ(ݐ)

(ݐ)ݕ = (ݐ)ଵݔ

 

 
мұндағы ݌ଵ = ଻

ଷ
, ଶ݌ = ହ

ଷ
ଷ݌ , = 1, d(ݐ) = ଵ

ହ
 Басқарудың мақсаты .ݐ݊݅ݏ

1 ( )x t  күйін тек 
( )y t  өлшемін пайдаланып, уақыт бойынша өзгеріп отыратын  ( )ry t  тірек 

сигналының ізіне түсуін мәжбірлеу болып табылады. Бұл ізге түсіру мәселесінде 

( )ry t  белгілі болуы шарт емес. 2
5

  деп алып 

 

ଵݎ = ଶݎ   ,1 =
ଵݎ + ߬

ଵ݌
=

3
5 , ଷݎ =

ଶݎ + ߬
ଶ݌

=
3
ସݎ   ,5 =

ଷݎ + ߬
ଷ݌

= 1 

 
болатындығын аламыз. A4 лемма бойынша келесі бағалауды аламыз 
 

|߮ଵ(∙)| = ݐ)ଵݔ| − ݀ଵ(ݐ))|
ଵ
ହ ≤ 2

଺
ହหݔଵ൫ݐ − ݀ଵ(ݐ)൯ห

ଵ
ହ ≤

1
7

หݔଵ൫ݐ − ݀ଵ(ݐ)൯ห
଻
ହ +

6
7 2

଻
ହ 

|߮ଶ(∙)| = |(ݐ)ଶݔ2| ≤ 2
ହ
ଷ|ݔଶ(ݐ)| ≤

3
5

|(ݐ)ଶݔ|
ହ
ଷ +

2
5 2

ହ
ଷ 

|߮ଷ(∙)| = |(ݐ)ଷݔ|
ଵ
ହ ≤ 2

଺
ହ|ݔଷ(ݐ)|

ଵ
ହ ≤

1
7

|(ݐ)ଷݔ|
଻
ହ +

6
7 2

଻
ହ 

0 ≤ (ݐ)݀ ≤
1
5,   ݀ᇱ(ݐ) =

1
5 ݐݏ݋ܿ ≤

1
5 < 1 

݇ଵ = 0, ݇ଶ =
݇ଵ + 1

ଵ݌
=

3
7 , ݇ଷ =

݇ଶ + 1
ଶ݌

=
6
7 

(ݐ)ଵݖ = (ݐ)ଵݔ − ,(ݐ)௥ݕ (ݐ)ଶݖ =
(ݐ)ଶݔ
௞మܮ

=
(ݐ)ଶݔ

ܮ
ଷ
଻

(ݐ)ଷݖ      , =
(ݐ)ଷݔ

ܮ
଺
଻

 , (ݐ)ݒ =
(ݐ)ݑ

ܮ
ଵଷ
଻

 

Мұндағы ܮ ≥ (ݐ)௥ݕ ,1 = sin ቀ௧
ହ
ቁ +  ݐ݊݅ݏ

|(ݐ)௥ݕ| = ฬsin ൬
ݐ
5൰ + ฬݐ݊݅ݏ ≤ 2 

|(ݐ)௥ݕ̇| = ฬ
1
5 cos ൬

ݐ
5൰ + ฬݐݏ݋ܿ ≤

6
5 

ଵܥ ≥
1
7 , ଶܥ ≥

6
7 

|(ݐ)௥ݕ| + |(ݐ)௥ݕ̇| ≤ ⇒ ܦ ܦ   ≥ 4 
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ݑ = ܮ2−
ଵଷ
଻ ൭ܮ

଺
଻ݔଷ + 2 ቆܮ

଻
ଷݔଶ + 2 ൬ݔଵ(ݐ) − sin ൬

ݐ
5൰ + ൰ቇ൱ݐ݊݅ݏ

଻
ହ

 

 
4. Қорытынды 
Бұл мақалада біз [24] нәтижесін кеңейту арқылы күй кері байланысы арқылы 

жоғары дәрежелі уақытқа тәуелді кешігуі бар сызықтық емес жүйелер класы үшін 
кең ауқымды практикалық ізге түсіру мәселесін шешуге тырысамыз. Кейбір өлшеулі 
шарттарда алдымен масштабтаудың реттелетін коэффициентті күй кері байланыс 
контроллерін құрамыз. Содан кейін, жабық жүйенің барлық күйлері шектелген 
жағдайда өсуге шектелген шартты кешігуі бар сызықтық еместікті үстемдік етіп 
және ізге түсіру қателігін мейілінше аз жасайтындай етіп Ляпунов – Красовкий 
функционалы арқылы масштабтау коэффициенті реттеледі. Ұсынылып отырған 
контроллер күйдің барлық векторлары өлшеулі болған жағдайда ғана жақсы жұмыс 
жасайтынын ескерген жөн. Сондықтан, күйдің тек жартылай векторлары өлшеулі 
болған жағдайда уақытқа тәуелді кешігуі бар сызықтық емес жүйелері үшін 
шығысын кері байланыс арқылы ізге түсіру контроллерін құру өзекті мәселе болып 
табылады, және алдыңғы уақытта зерттеуге алынады.  

 
Қосымша 
(1) түрдегі уақытқа тәуелді кешігуі бар сызықтық емес жүйелер  үшін күй кері 

байланыс контроллерін құру үшін біз бұл бөлімде біртекті функция анықтамасын 
беріп, осы мақалада қолданылатын кейбір леммаларды көрсетеміз.  

Анықтама A1[27].  1, , n
nx x x R   координаталар жиыны мен ݊-кортежді 

1( , , )nr r r  оң нақты сандары үшін келесі анықтамаларды енгіземіз. 
 

( )s x кеңейтілуі  1
1( ) , , ,nrrr

s nx s x s x   1( , , ) ,n
nx x x R    

0s   арқылы анықталатын бейнелеу, мұндағы ir координата салмағы деп 

аталады. Ыңғайлы болу үшін 1( , , )nr r   деп белгілейміз. 

( , )nV C R R функциясы біртекті дәрежелі деп аталады, егер R нақты 
саны бар болып, ол 

 1( ( )) ( , , ), 0r n
s nV x s V x x x R     . 

 
( , )n nf C R R  векторлар өрісі біртекті дәрежелі деп аталады, егер if  

компоненті әрбір i үшін ir біртекті дәрежелі болса, яғни 

1( ( )) ( , , ),irr
i s i nf x s f x x   ,nx R  0,s  for 1, ,i n  . 
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Біртекті p -нормасы былайша анықталады  
 

 1, 1
, , 1i

pp rn n
ip i

x x x p
 

     . 

  
Ыңғайлылық үшін ,2

x


үшін x
 . 

Әрі қарай біз бірнеше техникалық леммаларды қарастырамыз, олар маңызды 
рөл атқарады және басқаруды құруда қолданылады. 

Лемма A1[27]. 1( , , )nr r  кеңейтілу салмағы деп белгілейміз, және 1( )V x  пен 

2( )V x сәйкесінше 1  және 2 дәрежелі біртекті функция деп ұйғарамыз. Онда, сол Δ 

кеңейтілуге қатысты 1 2  дәрежелі сондай - ақ 1 2( ) ( )V x V x  біртекті функция болады. 
Лемма A2[27].   кеңейтілу салмағына қатысты : nV R R  дәрежелі 

біртекті функция деп ұйғаралық. Онда келесі (i) және (ii) шарттары орындалады: 

iV x  ir дәрежелі біртекті болады, сонымен қатар ir- ix қатысты 
біртектілік салмағы болып табылады. 

0  тұрақтысы бар болып, ( )V x x


  . Сондай – ақ, егер ( )V x оң 

анықталған болса, онда 0  тұрақтысы бар болады және ( )x V x

 . 

Лемма A3[26]. Барлық ,x y R  және 1p   тұрақтылары үшін мына теңсіздік 
орындалады: 

12p p p px y x y   ,  1 1 1p p px y x y      112
pp p x y   

Егер 1
oddp R , онда 

12p p p px y x y    және   111 1 2 .pp pp px y x y    
 
Лемма A4[25]. Айталық, ,c d  - оң тұрақтылар. Онда кез нақтылы мәнді

( , ) 0x y   функциясы үшін мына теңсіздік орындалады:  
 

( , ) ( , )c d c d c dc dc dx y x y x x y y
c d c d

  
 

  . 
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